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Wir wollen zuerst durch ein einfaches Beispiel eine Methode zeigen, 
wodurch man die Werte algebraischer Grössen annäherungsweise be- 
stimmen kann. 

Ist z. B. 

t= VE 
wo ķ& eine ganze positive Zahl bedeutet, so können wir Näherungswerte 
für x, wenn Z irrational ist, auf folgende Weise finden. 

Sind n und m zwei beliebige ganze positive Zahlen, so gibt es 
(2n + 1)? (2m + 1) verschiedene Ausdrücke ax? + px +y, wo a, ß undy 
solche ganze Zahlen sind, dass 


[a| <n |Bl<n lyl<m 


Von diesen Ausdriicken miissen folglich mindestens zwei existieren, 


deren Differenz positiv und kleiner als 


9 (2? +a2)n+m 
‘Qn +1? Qm+1)—1 


Indem wir hier m = œ setzen können, erkennen wir, dass wir immer 


ist. 


5 im Stande sind, drei solche ganze Zahlen A BC zu finden, dass 


0< Am + Br+0< gray 
während 
|A|<2n |B|<2n 
|C|<2n@+a)+1=N 
Indem 


|A|<N, |BI<N, |C|<N und ABCSO 


Vid.-Selsk. Skrifter. I. M.-N. Kl. 1908. No. 3. 


M.-N. Kl. 
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können wir ferner drei ganze Zahlen p, q und r finden, die erstens der 


Gleichung 
Ap + Ba + Cr=0 


Geniige leisten, und zweitens so klein sind, dass 


Kae: Lol NL 
während 
|r| =Z2WN+1] 
wenn z. B. 
AS Oe EE] 


Sind nämlich s und ¢ zwei beliebige ganze positive Zahlen, so finden 
sich (2s + 1} (2t + 1) verschiedene Ausdrücke Aa + Bb + Cc, wo 
lal<s |dl<s Jel<t 
Es gibt daher drei Zahlen p, q, r für welche 


a en N (2s +8 
0= Ap + Ba+O ie port 


während 
I»l<2s Io 2s 
[r= 2t 


Setzen wir hier 
t = œ 


Bote Nie coat 
so werden 
pie Na le 
02 Ap + B+ Gesi 
Da Ap + Bq- Cr eine ganze Zahl ist, muss folglich 
Ap + Bq + Cr=0 
wo rZ2[lYN+1] 
Addiert man die Gleichungen 
Ax? + Bx +0 =e 
Bre + Ce +kA zen 
Cx? +kAr + kB = ea? 
nachdem man sie beziehungsweise mit p, q und ” multipliziert hat, er- 


hält man 


[PB +90 +rkA] x + [pC + gkA + rkB] = e[p +9r +r] =u 


wo der Koeffizient von x, wenn & irrational ist, nicht Null sein kann. 
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Es sei n eine ganze positive Zahl und 


rer ate 
= ES 


wo y eine positive oder negative, aber von Null, verschiedene ganze Zahl 


bedeutet. 
" Wir merken uns dann die Gleichung 
k (k+1)n—1 n—1 n—2 
y («—1) ET AR eee Anat 
1 m 1 
= ne tr ++] Seu ren (1) 
wo die Koeffizienten e 8, y ..., nur von n und von der beliebig ge- 


F 


wählten ganzen positiven Zahl & abhängen, während jede der Grössen A 


‚eine ganze Funktion von y vom Grade k mit ganzzahligen Koeffizienten 


wird. 

Man erkennt gleich, dass wir, um Näherungswerte für x zu finden, 
mit Vorteil unsere Methode auf diese Gleichung anwenden können. 

Doch wollen wir uns hier nicht damit beschäftigen; wir wollen lieber 


gleich eine andere Anwendung des obenstehenden Gedankens zeigen. 


327 


Wir setzen 


S n n—1 n—2 
NE a E DEE E n 


F(@=0 
wo die Koeffizienten a rationale Grössen sind. 
Ist dann 
nr 2m + 1 
E23 


wo m und r ganze positive Zahlen sind, so können wir in den n Glei- 


chungen 


bi më, "Le a 4 
rw SH 


EIER 


RT 


a RR ai ENE u 


m—1 


Ay) = by" 4 Diy" +... + my tb 
LE haps om e 


die Koeffizienten b als solche ganze Funktionen der Koeffizienten a be- 


stimmen, dass man für alle Werte von y erhält die Gleichung 


a PY) — QU) = (£ — y) [4 Wa" + E DE Al 
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wo P(y) und Q@) in Bezug auf y ganze Funktionen m- rten Grades 


werden, während ihre Koeffizienten ganze Funktionen der Koeffiizenten 


a sind. 
In der Gleichung 


w lAo 44,2" 4....4 AW] = 
= Bisi + Bye” +....+ Ba) 


wo der Grad jeder Funktion B gleich m +r ist, kann man nämlich — 
jedenfalls im allgemeinen — die (m + 1) Koeffizienten b so wählen, dass 
sämtliche (m + r +1) (n—2) Koeffizienten von BY, BY, ...., Bro, 
die alle homogenen linearen Funktionen der Grössen b sind, Null werden. 


Denn 


(m + 1)n — 1 =(m +r + 1) (n — 2). 


Indem nun g eine positive Wurzel einer irreduktiblen ganzen Funktion 
F (2) bedeutet, wollen wir voraussetzen, dass man immer unendlich viele 
positive Zahlenpaare p und q finden kann, für welche die Grössen h und 


k in den Gleichungen 


unter einer festen Grenze liegen. 


Für diese Zahlen p und q erhält man 


1 


I — P = mt 


wo s zwischen zwei von Null verschiedenen Grenzen liegt. 
Wir setzen jetzt 


D 
y= = 
q 


und erhalten dann 
m+r m+r 
cl pe) |- [erg |= 


= (qe — Ste E) Ehi" Jesper 


oder 


x. Nod — Mo, ð =(gx — py EI q) x" A ORR Dees? E e ol 
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wo Ci, Cy, etc. in Bezug auf p und q ganze homogene Funktionen m’ten 
Grades sind, während N und M ganze homogene Funktionen m + r’ten 
Grades derselben Variablen bedeuten. 


Wir erhalten somit die folgende Gleichung 


1 
N — M = — 
£ M R 


wo N und M solche ganze positive Zahlen sind, dass «œ und 8 in den 
Gleichungen 


m+r 


N= aq 
n R | = par" 


zwischen zwei von p und q unabhängigen und von Null verschiedenen 


Grenzen liegen. 
IEZ BS. 
x3? = ax + b 
und 
m= 


so erhält man: 
[(9b2 — a?) g* + 6abg?p + 6a*g2p? + 18bgp? + 3apt] x 
— [abqt + 18b2q3p + 18abq?p? + 8a?qp? + 9bp4| = 
= [gr — p}? [— 9aqx? + (9bq — 3ap) x Log + 9bp)]. 


Wir wollen uns indessen fir den allgemeinsten Fall mit diesen kurzen 
Andeutungen begniigen. 


Dagegen werden wir im folgenden eingehender gewisse Näherungs- 


= brüche von 2 untersuchen, wenn 


x= Yk 


wo r und ķ positive rationale Grössen sind. 


§ 3. 


Wir stellen uns nun die Aufgabe, solche ganze Funktionen OU von 


Ex, ae æ beliebig ist, zu finden, dass die ganze Funktion (£ — 1)” C@) nur 


Aer H eae 


d 18. A 


Potenzexponenten von % von der Form rh und rh +1 enthält. 
Indem r eine beliebige ganze positive Zahl > 1 bedeutet, setzen wir 
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r+1 

Ala) = af + Se 
Y+l1l 

B(x") = vn Cal 


In der Gleichung 
x Aar) — B(x") = (x—1} R@) 


muss dann Ji eine ganze Funktion vom Grade r—2 sein. 


Denn wir haben ja: 


ee) Re lelet —(“Harti)]_ =0 


r—1 


(Pap Pal 
glue) HN [ear = ptt ge | = D 


` y+1 


g= y—i 


Ferner bekommt man 


GR) 


oder 
a—ar[ar#R |=- [rB EME Ez (|= 


— Aa) + Bar) = — Lë — 1)’ RG) 


oder 


Ro=xR(}): 


Satz 1. 


Ist x eine beliebige variable Grösse und n eine beliebige ganze positive 
Zahl, während LA) durch die Gleichungen 


A| 
C®) = R (a) 


r 2 
y2 Cr (ær +1) ai) (x) — 2C m41) e = i) C,, DI 


C 
Se De 


m+2(%) — hm+2 


definiert ist, indem Im+2 eine willkürlich gewählte, von x unabhängige Kon- 
stante bedeutet, so muss A7) immer eine solche ganze Funktion von x vom 
Grade (r—2)n sein, dass 
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y r—2 1 ‘ 
LA) = rä, LC) CR (3) 


Indem der Satz ja richtig ist fir n = 0 und n = 1, brauchen wir nur 
zu zeigen, dass der Satz auch richtig wird fir n = m + 2, wenn er für 
n =m und n=m-- 1 richtig ware. 


Bedeutet n eine beliebige der Zahlen m und m + 1, so erhält man 


" von (3): 


daten 
d n 
= CA) = (r — 2)n ar Zu, CG ) — a (r—2)n—2 us 


oder 


r Ir 2 
Cpa (D = — 


Wir können nun mit Hülfe dieser Gleichung sehr leicht beweisen, dass 
Lal eine ganze Funktion ist. 


Setzt man nämlich 


ee 1 2 
120,1 (27 + 1) uf — Bau = a fl = T (x) 


j 1?Cm 1) Wer + 1) Cmpa + rar 1 0410] — 


TAR (= = 


3 (12x +... .(r— Dar) Cm w| = Ta) 


so erhalt man ja 


j TO) = 2r2 Cy) Cm1) — 2r 2 Chia O Cn O = 0 
TON = 7? Cn Te — 2) (m + 1) Crna D + r Carl] — 
e eg 2Cm41 V | "en er Ei Ce (1) + 2r en cul =0 


Toi ist also durch (x — 1)? teilbar, und Cm4+2(®) somit eine ganze Function 
T vom Grade (r — 2) (m + 2). 
Ferner ist 


rT SR. aN 


ee (m+2) ER (+) oe 


| 


ET: i 1 
r2 Co) GeO). oo ES GE 
Bl 2 = 


=| m+2 ` : oe i 
Hd b £ 
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i IE e 2 —2)m 
y2 Canech Breage CE e kg al [= CL 


~~ "atä- (z 


70,7 ar IC m+1 (2) — ZC m41 1) = Cn) 
= Lens (@@— I} 


= Um—-2 (x) 


Satz 2. 


Wenn die ganzen Funktionen Au? und B,@ von z vom Grade n 


durch die Gleichungen 
Ao (2) == | B®) =] 


Afs LE BO= ech 1 


Am+e2 (2) = Nn+e on (1) Lë a 1) Agi (7) = 20 n41 (1) (z = 1)? Am] 
Bm+2 (2) = Amt? [72C mn 1) Lë a 1) Das G= 2C ma 1) G ER E ZS 2)] 
definiert sind, so erhält man die Gleichung 


ti Aga) Be) == (eal) EE ee (4) 


Diese Gleichung ist jedenfalls richtig, wenn n = 0 oder n = 1 ist. 
Wir haben also nur nötig zu zeigen, dass die Gleichung auch richtig 

wird fir n = m + 2, wenn sie es ist fir n =m und fir n=m- 1. 
Wir haben ja, dass: 


CA m+o(e")—Binga(L")=Intel[4? Cn) (ar +1) [Am 41 (0) - Bras Gil Balla —1)? [2 Ap (ee 


= Ings Dëll (at + Dt — UR One) — BC af (ar — 1)? (ea — (CRL Cell 


72m (1) (ar +1) Om) — 2Cm+1 (1) E- =): Cm (x Am+2)+1 
== hm+2 (x SC? 1}? TE 1) 


E (x = TE, Cat 


Aus den Gleichungen (3) und (4) ersieht man sofort, dass 


= 2A (F) Men ee (5) 


1908. No. 3. GEWISSE NAHERUNGSBRUCHE uaa tthe ZAHLEN. 
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S 4. 
Satz 3. 
Sind die Funktionen az) durch die Gleichung 
(6)...... Ale = 
ace Lk n mr Ari): ein Re R t 
= 77° 14... 4(%) ren. (er — 1) ER, 
definiert, so bekommt man 
U — Pm + 3) (2 + 1) Una D — [r m + 1) + 1] (2 — 1% Tu) 
x Br), r(m +2) —1 
Um dies zu beweisen bemerken wir, dass der Koeffizient von 2” "*? 
auf der rechten Seite der Gleichung (7) wird gleich 
S =- $ [r (m + 1) + 1].... [r m —k+2)+1] ia 
r (2m + 3) k ll en rm) 
r(m + 2)—1 Gas 3 P +1) +1).... e kE] 
; + 1 St EC TE AE A 
(%) (rm Ch EE Lët eh Ne 
E TEE EE (kr — 1) 
r(m+i1j+1 m \(rm+1)........ [r (m — k + 2)+ 1] 
er (m+ 2) —1 —2(;," 1) ee ee E VEER Ge 
e m \(rm-+1)........ [r (m —k + 3) + 1] 
| H Lil ET EE Kk—-Ar—1] 
1 mim=1)...fm— E48) [rm tN). Lr» 4 8)-4 00) y 
n+s=rlı BERN DR. k (r— 1) Kr far =) 
) N= 
Ge 
"=r m+ 3) [lo + 1) n — k + 2) [r m — k + 2) + 1] + (m+ 1) k (kr — 1) 


— [m —k +2) (m—k +1 [r m k+D+ ir (m—k+1)+1] 


CA 


Sta —k +2) [r (m—k +2) + 1 k (kr— 1) + k (k —1) [k Ur 1] [kr —1]] = 


- 

C = fm +2) (m-+1) fr (m + m +1) 
d Hierdurch ist der Satz somit bewiesen, 

i 


SIM 
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Setzt man 


W,(2) = 2” U (2) NS (8) 


so erkennt man gleich, dass 


On ee W m22) = 


[2m + Site + D) Wand — [r (m + D +1] (e — DW) 


y 


r (m+ 2)— 1 

Satz 4. 
= Lui == (rn + Yemen). en (10) 
= [men] = (rn +1) (rn) a’ Waaa) e (11) 


Diese Gleichungen lassen sich unmittelbar aus den Definitionen der 
Funktionen U und W ableiten. 


Satz 5. 
2rz a Use) = (rn = 1) U, (2) + (rn + 1) (@ — 1) Ka) ...... (12) 
Ərz £ Wae) = (rn +1) |. O + (¢—1) We] ER (13) 


Diesen Satz kann man direkt aus den Definitionen der Funktionen 
U und W erledigen. 

Man kann ihn auch durch folgende Betrachtungen beweisen. 

Nach (8), (10) und (11) bekommt man 


W, (2) = aU, C) 
wo 
Ce 
oder 
ba 
4 Wo = rma, (2) ren 


an 
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et = Wale) = 
1) mt, C ) —Ir ( on — 1) pe 1] gr(n—1)-2_ ~“ U P E ) + rar n—-2)—2 22 l D S |- 
| © TOA 


CA = (rn + 1) rn ar W,, tel 


oder 
n (rn — 1) Unle) — [r (2n —1)—1] 2 x U,,(2) + r22 = AO 
ag dei P 
$ = (rn + 1) ne" W, EA nA) ..... (a) 
Aber ferner ist 
d ua IH 
Es [+v] = U,@ + rz as Hiel 
d d2 MEM ISTA d 
- CS E Gel = rr [e Sr ES o] 
A 
T = (rn + 1) (rn) 27-1 U,_1©@ 
3 oder 
$ niet WE ECES E e (8) 
de "" de” ` 


Durch Elimination von os U,,® erhält man nun (12) aus den Gleich- 
ungen (a) und (8). 


Aus (12) erhält man ferner 


2r 


Un (4) = (rn —1) Un È) + On) C-1) Ga (G) 


So ee a Abee 


KÉIER 


Seet: or Un (=) = (rn—1) Wy @ — (rn +1) (¢—1) Mad ....() 


AXEL THUE. M.-N. Kl. 
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Ferner wird 
Wun = en Un (5) 

oder 

d = n—i Pere el Ue =) 

q W= nz” U, (2) 10 G 
oder 

d 
— 272 x. W, = — 2rn Wr + 2rzr! —__ Un LE (di 
dz d ©) 


Durch Addition von (y) und (d) geht nun (13) hervor. 
Aus den Gleichungen (8), (10), (11), (12) und (13) können wir die 
Gleichungen (7) und (9) auf die einfachste Weise ableiten. 


Um z. B. (9) zu beweisen kann man so vorgehen: 


d d 
— WO = — W,@ rar 
dæ Wat dz Wa 
oder 
d 
20% p Wn!) = ar WI 


= (m+)[WM,®-+(«e—-D W.,e] 


d d 


2 


- 25.5, W, Wee +2 © z Wale) = 


= (rn + 1) E ug + @—1) 4 w, O A rar Waa 
Multipliziert man diese Gleichung mit 2x, so erhält man wegen (11) 
und (13): 
amt 1) (rn) 2 Moe — (rn - 1) (rn + 1) [Wn + (e—1) H, a ©] = 
= (rn + 1) Ke-1) [r m1) + 1] [Wp 18 + @-1)W,-3@] + 2rz WW teil 
oder 
(rn-1) W, (2) = r (2n—1) (e + 1) W-ı@ — [r (n-1)+1]@-1)2 W,_2) 


was zu beweisen wire. 
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Satz 6. 


Wenn n eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet, bekommt man 
die Gleichung 


U.) — Wala") = feu Ry (a) 


_ wo R„(® eine ganze Funktion vom Grade (r—2)n in Bezug auf x 


wird. 
Ferner muss R, (Œ) symmetrisch sein, d. h. 


REO E DR E mm (15) 


x 


Wenn R,„(&) durch die Gleichung (14) definiert ist, so sieht man aus 


(7) und (9) zuerst gleich ein, dass 


r[2mt 3] Les +1] Rui) — [rm +1) +1] rs (x) 


= Sa 
Rm% = (m + 2) —1] (a —1}? 


Wie oben gezeigt, ist Satz (6) richtig für die Fälle n = 0 und n = 1. 

Um nun zu zeigen, dass er auch gültig bleibt für die anderen Werte 
von n, nehmen wir an, dass der Satz richtig ist, wenn n = m und 
n = m 1, und wollen wir dann beweisen, dass er auch ferner seine 
Gültigkeit bewährt, wenn n = m + 2. 

Wie im Beweise des Satzes (1) gezeigt, wird es geniigend sein darzu- 


tun, dass 


r(Q2m+3) rhel (a) 
r(m+ Ir 1 Ta 2 fem an; 


Vorausgesetzt dass n = m + 1, erhalten wir aus (14) 
= Gef — W,(ar)] = (2n + 1) (x — 1)” Ria + (x — 1)*41 Rm 
BR j 
Sa BUN — Wal = 


= (2n) (2n +1) (x —1)”— R,@+2(2n+1) (@-1)® Ry’) +(@-1) +1 By" (0 


Infolge der Gleichungen (10) und (11) ist aber 
d 2n-+1 ) d r W, ab 
aoe UC Rui! = gg PU — Wa lg Je 


= (rn + 1) (rn) ar- 2? [x Un (2) — Wa -ı(@)] = 


= (rn + 1) (rn) at? (@ — Lech Ba ai 


see ene 
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oder 
(2n) (2n + 1) Ry) + 2(2n + 1) (@ — 1) Rr (@) + (x — 1)? Rr (oe) = 
— (rn + Den) 2 —* Re ae (17) 


Setzt man hier 2 = 1, erhält man 
2 (Qn + 1) Ry) = One be eer (18) 
oder 


2 (2m + 3) Rtl =r [r(m+ 1) + 1) RW 


Hiermit ist also unsere obige Behauptung nachgewiesen. 
Die Gleichung (18) gilt somit auch für alle positiven ganzen Werte 


von n. 
Dass zl, (at) — Wa) durch (© —1)?"*! teilbar ist, sieht man 
indessen direkt aus den Gleichungen (10) und (11). 


Satz 7. 
Sollen A„(@ und B,„() in der Gleichung 
tA, (ar) — Bey = ae — E EE eee (19) 


ganze Funktionen vom Grade n in Bezug auf 2 sein, während C,(#) eine 
solche ganze Funktion von 2 sein soll, dass ihr Grad nicht grösser als 
(yr —2)n sein wird, dann bekommt man die allgemeinste Lösung der 


Gleichung, wenn man setzt 
Ca =s AR, (@) 


wo h eine beliebige Konstante bedeutet. 

Zuerst leuchtet nämlich ein, dass der Grad von C,,(@) in der Glei- 
chung (19) nicht niedriger als (r --2)n — 1 sein kann, da die linke Seite 
der Gleichung vom Grade rn + 1 oder rn ist. 


War nun (,@) vom Grade r—2)m—1, so bekam man die 
Gleichung 


By (at) = (ce — Yarrı Oto 
Diese Gleichung ist aber unmöglich. Wir haben nämlich 
B, (2°) = (ar — 1) Bye") + a = (æ — (a? Ce 


f H . D D 
wo B, ai eine ganze Funktion und a eine Konstante ist. Setzt man x = 1, 
sieht man ein, dass 4 = 0, oder dass 
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r nl ) 
Bn (ar) = (x Zeg 1)?» KE = (x — 1)%* G(x) 


xl 
wo G(&) eine ganze-Funktion wird. 


Durch Wiederholung dieses Verfahrens erhielt man zuletzt die unmög- 
liche Gleichung l 


b = (x — 1)r+! Re 


wo F(x) eine ganze Funktion in Bezug auf & ist, während b der Koeff- 
zient von x" in B„(x") bedeutet. 

Existierte endlich eine solche ganze Funktion Of) vom Grade (7 —2)n, 
die der Gleichung (19) Genüge leistete, dass sie nicht die Form AR, (#) 
hatte, so fand es sich jedenfalls einen kleinsten Wert m von n, bei dem 
dies möglich war. m muss folglich grösser als Null sein. 

Bedeutet nun %k der Koeffizient von "äm in C,,(@), so bekamen 
wir durch Subtraktion die Gleichung 


elt) 


xN (ar) — M(x") = (x — 1)? + [Rn — | = (x — 1)? +H Six) 
wo die ganze Funktion Su in Bezug auf x höchstens vom Grade 
(r — 2)m—1 wird, während die ganzen Funktionen N(z) und Mie in 
Bezug auf z höchstens vom Grade m werden. 

Der Grad von Miz) und Mie kann indessen, wie oben gezeigt ist, 
nicht m. sein. 


Man bekommt folglich eine Gleichung 


xN (at) — M(ar) = (2 — 1)*+1, To 


wo Ni) und Miz) in Bezug auf z vom Grade s < m sind, während Tra 
in Bezug auf x eine ganze Funktion vom Grade (r—2)s wird. 


Wegen der Voraussetzung über die Zahl m muss folglich 


T(x) =t. at 


wo t eine Konstante bedeutet. 


Da s < m ist, muss ferner T(æ) und also auch Rui durch («— 1) 


teilbar sein. 


Dies wird aber wegen der Gleichung (18) unmöglich. 


Hiermit ist der Satz bewiesen. 


Vid.-Selsk. Skrifter. I. M.-N. KJ. 1908. No. 3. EK 


18 AXEL THUE. M.-N. Kl. 


Satz 8. 
, ei gësch ) 
GO or(@—1) Ryo = [z (n[r—4] 1) —(rn + 1) Ra + en +1) Sa Eaa 


Aus den Gleichungen (12), (13) und (14) erhalten wir nämlich: 


es ZU 


zU, — W, = (x—1)” +1 R,@) 


© yie [re] + Un — WO [re] = (et! Bal + (2n +1) @— 1) Ryo) 
dz 


£ 
dz 


oder 


2 [2 = De + d — We A Wro = 2x [en RA (©) + (2n+1)(x—1)” All = 
VA © 


= z [(rn—1) Un + (m+1)(@-1) Una O + 27,0] — (rn +1) [Wat + (2-1) Wu le] 
= (rn+1) [r Dei + (2-1) 20, al — We — (2-1) Wa) = 
= (rn +1) [wU — Wyle) + (2-1) @U, 12 — Wa viel = 


= (rn +1) (r-H R,@) + (2-1) @—1)"4 Raa 0] 


Satz 9. 
Sämtliche Koeffizienten der ganzen Funktionen al) sind positiv. 


Um diesen für unsere späteren Untersuchungen wichtigen Satz zu 


beweisen brauchen wir nur zu zeigen, dass 
m 
d Rtg 
m 
x=0 


für alle posititiven ganzen Werte von n und m positiv ist. 


Durch eine p malige Derivation von der Gleichung (17) erhält man: 


p 
Cie (rm +1) (rn) SR E er | = 
dr x 


= (n +p + 1) (2n + p) Ra @ + 2 (2n + p + 1) @—1) RE œ + (x-1)? DÉI w 


Aus (21) bekommt man z. B. 


p 
d - E r—2 Ra | 
AX g= l 


Wir wollen aber lieber zu unserem Zwecke in (21) x gleich Null setzen. 


Qn+p+1)Qn+p)R,) = (rn + 1) (rn) 


Was an 


5 ee UG) 
Wir erhalten dann 
(2n + p+ 1) (2n + p) Rio — 22n+pt+ "Rm + R O = 
d 
nenne Ze [orem te 
dx Ss 
Setzen wir hier 
e p p+1 n 
Qn+p)k,O—R, O = H nn (22) 
so erhalten wir die einfache Gleichung 
d n n DN 
(Qn+ p+1) AH, — Hp = (rn 4+ 1) (rn) — ; e? Ry 2.028) 
da z=0 
Aus (22) bekommt man z. B. 
set E See Bo 1X He 
oder 
Re Han D gie? [(r—2)n]] > 0 


Sind folglich sämtliche Koeffizienten von R,„-ı(® positive Grössen, so 


werden nach (23) und (24) H, immer grösser als Null, wenn 


OS pe r—2)n 
Dagegen wird nach (22) H = 0, wenn 


teen Se 


(r—2)n 


Da indessen fi, (0) = 1.2.3....[(r—2)n] > 0, während alle Grössen 


H, positiv sind, so müssen infolge der Gleichung (22) auch alle Grössen 
R: © positiv werden. 


Sind folglich alle Koeffizienten der ganzen Funktion R„-ı% positive 
Grössen, so haben die Koeffizienten von R,„(&) dieselbe Eigenschaft. 


Als RI = 1, so ist unserer Satz hiermit bewiesen. 
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Satz 10. 
(+1) (Qr+1)..... n+) EN 
Wri) U,,2) — Wie Un?) = 2 KEEN (2r—1) Sage [(n+)r—1| (z 1) GT GE (25) 


Aus (7) und (9) bekommt man nämli.h 
m+ d - 5 
W,„+1@) Un) = Wr) Un+1) — rn+l)-1 | Wie U, Di Wy (2) Heil (z =i 


Ferner wird 
2 


W,2 Hye — Wia Ye) = Fae (2-1) 
Aus (25) und (14) erhält man 
Br U, Rye) — (x —1} Hei Rayo) = 
ee Lo El) Or late O Lee KA 
7 (r—1) @r-1) @r—-1)..... [(m+1)r—1] |x-1 


Durch Anwendung der Formeln (7) und (18) erhalten wir die für das 


Folgende wichtige Gleichungen: 


Lee en 


EN era, (r-1) Gen SE KSE N 
Ne (rn +1) 
CO acre Ra = (5) 3a (n+ 1) 


Wir bemerken beiläufig, dass man aus (7), (9) und (16) in derselben 
Weise ähnliche Formeln wie (26) und (27) entwickeln kann. 
Istrz. RB. 


e +1=0 
bekommen wir aus (16) und (7) 


POP Led. EE 


m OQ = A 
Rn+e rms 2)=1 (oa 
+2 4 CK NG Uc 
Me tanya Art DI ye eee [n-Dr+1] 
Geck Dar =a) ee (Gar — 1) 
Ol) a (ang aes (2nr + 1) 


(rt =) (Bree De än A 1)r—-1] 


Th o ZAK TE VE 


ans or 
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d 2 R 2I 
Für ungerades r erhält man 
Ee p (r+ 1) (8r et) SER [(2n are] 
ar Ti... (ane = 1) 
Rn = 0 
Ist 
=l 
so wird 
R,©) = 2r(2n-1) Bra Es ie 
EE (e—1)? (e—1)?" 
Man merke sich endlich die Gleichung 
r F r 2n-+1 r—1 
eee stuer N DEM E fet) RERS ORS) 
wo r eine ungerade Zahl ist, während & eine primitive Wurzel, der 
Funktion 
e—1 
oi 
bedeutet. 
Satz 11. 


Sind h nnd k in der Gleichung 


De ep Me eee nl) 
k EN ae a a eee bara N 


positive relative Primzahlen zu. einander, so müssen sämtliche Koeffizienten 
der Funktionen hU) und h Wiel ganze positive Zahlen sein. 


Ausserdem wird ferner 
h<(r2")" 


wo a die Anzahl der verschiedenen Primzahlfaktoren von r bezeichnen soll. 
Um dieses zu beweisen wollen wir zuerst zeigen — was schon be- 
kannt ist — dass * immer durch jeden Primfaktor von k teilbar ist. 
Es seien nun a und b zwei beliebige positive oder negative ganze 


Zahlen und m eine beliebige ganze positive Zahl. 
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Ist dann 7 nicht durch eine Primzahl d teilbar, so behaupten wir 


mehr allgemein, dass man im Bruche 


[r(a)+b] [r(at+1) +8] [r@+2) +] ...-- [r(a+m—2)+6] [r(@atm—1)+b} 
Beer? 4 EE aa eee i> ie m 


zu jedem Parenthesfaktor cg’ des Nenners, wo c nicht durch gq teilbar 


ist, immer einen solchen Parenthesfaktor r(a+d)+b des Zählers zuordnen 


kann, dass r(a+d)+b durch q” teilbar wird, und so, dass alle die auf 
diese Weise zu den oben erwähnten Nennerfaktoren entsprechenden Fak- 
toren des Zählers sämtlich verschieden werden. 


Wir wollen zuerst annehmen, dass 
m = g 
Wir können nun eine solche Zahl s finden, dass as +b durch oi 
teilbar ist. Unsere Behauptung muss dann folglich richtig sein, wenn 


GE 
Ist y Z y muss nämlich in diesem Falle 


r(a+cq’) +1 = (ra+1)+4 cq” 


immer durch q” teilbar sein. 

Ist indessen der Satz richtig für einen Wert von a, wenn m = q” ; 
so muss er auch richtig sein, wenn @ um eine Einheit vermindert wird 
und folglich auch richtig sein für alle ganzen Werte von a. 


Entspricht nämlich im oben erwähnten Sinne der Zählerfaktor 
Pear ai= pat 
im Bruche 


[r@ +b] .... [r@tm—1)+)] 
be i ay ony (m) 


einem Faktor cq” des Nenners, so dass also r(a+m-—1)+b durch q’ 
teilbar ist, so kann man im Brüche 


bat... [rca+m-2)+b] 
Pye Sot eee (m) 


dem genannten Nennerfaktor cq” den Zahlerfaktor r (a—1)+b im obigen 
Sinne zuordnen. 
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Denn 
r(a-Y)+b=rla+tm-N)+b+m 
wird ja durch 9° teilbar sein. 
Ist endlich m keine Potenz von q bewährt der Satz seine Gültigkeit. 


: bd < y 
Gilt nämlich der Satz, wenn m < dao muss er auch gelten, wenn 


gi <m< a 


Im Bruche 
Get b)r(s+ +h)... .(ett-1) +d) 
a he Eh 
wo 
gtti<q’t' 


wird ja jeder Faktor tu des Nenners die Form c'q” haben, wenn 
u = CO, indem € und e nicht durch dg teilbar sind. 

Hiermit ist unser Hülfssatz bewiesen. 

Man sieht z. B. dass 


Wir können nun leicht nachweisen, dass sämtliche Koeffizienten von 
hU, und hu, ganze Zahlen sein müssen. 


n-m 


Der Koeffizient von 2 in z. B. hU,„‘2) wird ja gleich 


M1) «50% rear a Cees eee Eeer Oy a 
fo UI (r—1)...... (mr —1) DER E RE n ës 
mtr nig mt st) (rid)... lm) = 1] 1 
"CR PE m Kë cae ain) 


E ee Kumtia 1) 1) 
ET m 


ih Ha, Iris) 1] 
Tote on et AN = m) 


Ee 


während durch jeden Primfaktor von ab teilbar ist. 
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Setzen wir nun 


Paare == BE 
1, 2) Sian end, 
Loo. See: (n—m) = bE 
so wird 
en 
aD.bE 
eine ganze Zahl sein. 
Da (r-1)(@r-1)... (rn -—1) und r relative Primzahlen sind und also 


auch r und C, muss k durch ab teilbar sein. 
Der Koeffizient Tm wird folglich, wie behauptet, immer eine ganze 
Zahl. 


Ist q eine beliebige Primzahl, und qf die höchste Potenz von d, 


welche in der Fakultät 1. 2. 3....n aufgeht, dann ist, wie bekannt 
n n 
SS 1+ +—+ ee 
q | q | dl 
oder 
n n 


Ge qi = [l+q—h] <2" 
oder 


an 


ees 
Da endlich 


ee Mee 


ist somit der Nachweis für die Richtigkeit des Satzes (10) geliefert. 
Wir werden nun zeigen, wie man mit Hülfe der gewonnenen Sätze 


rationale Näherungsgrössen für die "te Wurzel einer rationalen Grösse 
finden kann. 


Indem 


SÉ : ee ‘ae 5 e 3 
ı und b zwei. beliebige positive relative Primzahlen sind, setzen wir 


in der Gleichung (14) anstatt x überall rae und erhalten wir dann 


Ge EY ae ST 
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EE WE 


Durch Multiplikation dieser Gleichung mit hb"p™*', wo h durch (29) 
definiert ist, bekommt man die neue Gleichung 


(80)...... Ob, (D°, 9) % — Pa LR, q) = Var —p)™** S, (p, 9) 


wo Dn, q^) und Oe (p", q^) in Bezug auf p” und ai ganze homogene 
Funktionen vom n’ten Grade mit ganzzahligen Koeffizienten werden, 
während S,(p, q) in Bezug auf p und q eine ganze homogene Funktion 
des (r —2) n’ten Grades wird. 

Da sämtliche Koeffizienten von U,, Wy und Rẹ, positiv sind, liegt 
jeder der ganzen Zahlen P, und Q, zwischen den Grenzen 


khan und bal) (aq)™ 
während SN. zwischen den Grenzen 


ARDD S und AR (ga)? 


liegen muss. 


Da 
sm An 2 
rm—1 = 1 
rm+1 7 
Iml 2 


wenn r = 2, so erhalten wir aus (26) und (27) 
p= 4” 


_ (r\en 
R,) 2 E Wë (31) 
je nach r = 2 ist. 
Ferner erhalt man aus (25’) 


Fr Der Der 0a m-1) r+1] „2n-1 
C- BAG eee bh E Lët 


UV) Rn) = 2 


oder 


U, trae (1) = nr —1 


oder nach (31) 


iL d 
n = 1 aly SE (32) 
4 > U,,( > on 


se 
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Wählen wir nun für 7 einen beliebigen der Näherungswerte, die 


man durch Entwicklung von & in einen Kettenbruch erhält, so wird 


3: ee 
Co Een 


HES 


Wir haben somit folgenden Hauptsatz gewonnen, 


Theorem I. 


Bedeutet 7 indem p und q relative positive Primzahlen sind, einen 
beliebigen der Näherungsbrüche von x, die man durch Entwickelung von 
x in einen Kettenbruch erhält, und ist x = = wo a und b beliebige rela- 
tive positive Primzahlen sind, während 

An =~ OË W", d 

B, = PUR, g”) 

C, = b" BE Sn (P, 4) 
dann müssen in der Gleichung 


A,e—- B, = C, 


A, und Bn solche ganze Zahlen sein, dass A, kleiner wird als die grösste 
der Zahlen 


HD" und "ro @aya 
während Cn, kleiner wird als die grösste der Zahlen 


(r—2)n (r—2)n 


a—2 7 an H —-2 n x 
(2 br) er und (2% * brë SE 


Ferner wird An Cn in der Gleichung 


A, Cn 
A, 


ALG — Ba == 


kleiner sein als die grisste der Zahlen 


p nir -1) |? n(r-1)]2 
[e a SCHT Ke e bray e 


n 


q 


AY 


AALS RAN t 


MAVON TEM 


ay d 


= 


nk Aha a NS HEES TER SH TAPS ee ETN AN T eS TEEN? H eh big J 
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§ 6. 
Theorem II. 


Bezeichnet Y eine beliebig gegebene ganze.positive Zahl, die aber grösser 
als 2 ist, und ferner a, b und c drei andere beliebig gegebene ganze positive 
Zahlen, von denen ¢ = 0, dann kann man nicht unendlich viele Paare von 


solchen ganzen positiven Zahlen p und q finden, dass sie der Gleichung 


RSET) GAY ce TE, (35) 


Genüge leisten. 


Die Gleichung hat anders gesagt nur eine begrenzte Anzahl Lösungen 
von ganzen Zahlen p, q. 
Aus zwei Lösungen (p, oi und (p, d.) der Gleichung (35) erhalten 


wir erstens 


ey Sg? r= r—1 
b q, q, 
oder 
d'r 
Be eet 
q, 
ef 
(RP, == PEN 
d, 
Od Gaz Q<—¢ <1 


2 d r—1 
4, Pr P, Ga = (a= le 9: TO, = q, 


Um einfachere Formeln zu bekommen, benutzen wir doch lieber die 


Gleichungen 


si 
e 


M.-N. Kl. 
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d 
EE natur (36) 

pi 

c 
Ge E 
ee SE (37) 

Lhe 

Oe OST Oke er 


Wir wollen annehmen, dass q, > q, 


Setzen wir nun in (34) 


p=p, und q=q, 


so erhalten wir eine Gleichung 


At = Bye CS op eS Bie 3 (38) 
wo A, und B, solche ganze. positive Zahlen sind, dass 
Ay =< (rey (aye pe eee (39) 


wahrend 


Durch Anwendung der Gleichungen (37) und (38) erhalten wir aber 


Pa 
An = b | BA- On 


r-1 
Dn 98 
oder 
c 
e— A 
b n 
VAN ne, An2,— Bud, = er 
Pp, 


Es fragt sich nun, ob Werte fir n existieren, bei welchen 


pn 
a SL ae eee (42) 


tr 


| Ch In | < 1 -l ja) ee (43) 
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Es muss dann 
AnP, — Bnd, = 0 
oder 
Pu By, 
iR = a are (44) 
Die Bedingungen (42) und (43) werden aber erfillt, wenn 


c +2 AN r— 
SHED "g, <p, 


oder wenn 


log T +n log a rb) + rn log p, + log g, < (r— 1) log p,, 


log $ + n log (2 o T) + log q,, < (rn + r—1) log p, 


e oder wenn 
| n [log (2°** rb) + r log p] <(r-1)logp, — log g, — log $- 
n | log p, — log Be re ol log, (7-1) log p, + log 
Z oder wenn 
2 log aq), Set (r m log p, + log 5 (r a0) log Pr D log q, ax log — 
E EN, <n< EEE De Coeur A 
z rlog p, — log (2 SES rlogp, + log (2 rb) 


N 
d 


SAM Ch 


KE, 


wem Lé eben, AC, KK Eech Age AAA Kat Ca) 


Da g, «<p, kann man folglich, wenn 


2 


eine so grosse Zahl ĝ finden, dass g und yw sowohl als die Differenz 
p-% beider dieser Grenzen grösser als eine beliebig gewählte Grösse y 


werden, wenn 


q 
> 
ie 


Setzt man z.B. y = 3, wird die Bedingung (45) durch mindestens 


zwei Werte m und m + 1 von n erfüllt sein 


....(45) 
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Wir bekommen dann 


Da Won Cé? LEE 


Am Er Gm Sec 


Da dies infolge der Gleichung (25) unmöglich ist, wenn 62, ist 
somit unseres Fundamentaltheorem bewiesen. 

Wir bemerken, dass man durch (25) auch die Unmöglichkeit. der 
Gleichung (44) nachweisen kann, selbst wenn es zwischen den zwei 
Grenzen nur eine einzige Zahl lag. 

Wenn « eine beliebig gegebene positive Grösse bedeutet, so existiert 
nach unserem Theorem II eine so grosse positive Grösse 8, dass wenn 
eine der ganzen Zahlen p und d grösser als 8 wird, so muss immer der 


absolute Wert von - 
ag” — bp" 


wo a. b r ganze positive Zahlen sind, und 7 > 2, grösser als œ sein. 
Durch die obenstehenden Betrachtungen können wir selbstverständlich 
obere Grenzen für die Zahlen q, und q, finden, wenn sie die Gleichung 
(35) erfüllen sollen. 
Mehr allgemein können wir sagen, dass die Gleichung (45) unmöglich 


ist in ganzen positiven Zahlen a, b, ¢, p, g und 7, wenn 
DEST E 


Wie im § 2 angedeutet, kann man das Theorem II weiter ausdehnen. 


Wir wollen aber dies bei einer anderen Gelegenheit zeigen. 


Satz 12. 


Bedeutet h eine beliebig gegebene positive Zahl und k eine beliebig 
gegebene positive oder negative von Null verschiedene ganze Zahl, so existiert 


eine so grosse ganze positive Zahl n, dass wenigstens eines der zwei Produkten 


Oy. Oe EG 
und 
[ay ck k] . [a ai k] > [as CR k] ep enos $ [an + k] 
wo A, Ay 2... An N beliebige ganze verschiedene Zahlen bedeuten, durch 


ein Produkt aus mehr als h verschiedenen Primzahlen teilbar wird. 


Wenn namlich dies nicht richtig ware, so kénnte man unendlich viele 
solche Lösungen a, b, der Gleichung 


a—b=k 


J EIERE ap ` ` A 
1908. No. 3- GEWISSE NAHERUNGSBRUCHE ALGEBRAISCHER ZAHLEN. 31 


finden, dass ab nur eine begrenzte Anzahl verschiedener Primzahlfaktoren 


enthielt. 


Aber dann erhielt man unendlich viele ganzzahligen Lösungen, (x, y) 


fa 


einer Gleichung 
ax? — By? = k, 


wo @ und ĝ zwei konstante ganze Zahlen waren. 


Dieser Satz kann als eine Generalisation eines Theorems von 


C. Størmer aufgefasst werden. Er hat nämlich denselben Satz in 
einer anderen Form bewiesen für den Fällen, dass k = 1 und k = 2. * 


§ 7. 


Durch wiederholte Derivation der Gleichung (14) erhält man neue 
Gleichungen derselben Art. 
50 z.B. 


d ar+ß 


Pr : 
+ Padi i 


x 


D, (a) — Wn Oil = 


fete AE Sta) 


xM (x) — Nie) = (x- 


M» und Nie) werden in Bezug auf z vom Grade n— a, und Six) 
vom Grade (r—2)n+ ß in Bezug auf zx. 
Wir wollen genauer den Fall a = 0, # = 1 behandeln. 


Wir setzen wie früher 


und bekommen dann 


d z AUO] „,, Wa 
22 Se? tun =n wa | SS SÉ E U,, (2) = 2rz de — 2r2 dg 


— 9 = [e-o Ra) — I. (x =i)" E +1) Kal + Gy = 1) Kiel 
AX 


* Siehe: Sur une équation indéterminée, Comptes Rendus, Paris, 14 November 


1808. 


IT Soe. 


as, 


as 
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oder nach (12), (13) und (20) 


a [Un + (2—1) Un-1 ©] — [Wal + & -1) Wn 2] = 


nn Da e —1) Rn (oe) + = ba 


Diese Gleichung kann auch als eine Summe zweier Gleichungen (14) 
aufgefasst werden, nachdem die eine Gleichung durch (2—1) multipliziert wird. 


Mehr allgemein hat man 


x [A ) Un — Be) Un] —[A® M — Be Wr] = 


= (e DI" te 19 A® Ria — Be) Ry Aal 22046) 


Indem man oben statt der Summe die Differenz nehmen kann, erhält 


man somit die zwei Gleichungen 


x [Un - (2-1) u] - [Wn -(e-1) Waa] = (@-1)" [e-v Ru) SE Raag 


Wo 
[Un + (2—1) D Al [Wa — (@-1) Wai] — [Un — e D Da Al [Wn + (e-1) Wn 


en Giles aie are Dr RE 
KU ege Leni 


Sind a und b zwei beliebige ganze Zahlen, so erhält man aus (47) 
und (48) 


a [(a + b) Un + (a — b) (2 —1) Un] — [(a + b) Wn + (a -DeD Wa Al 
E [a+ (ot =1) Bra i) Fa Boa 


Wir verzichten darauf, eine eingehende. Behandlung dieser Gleichung 


En ; PSE o 
geben, wenn n beliebig ist und begnügen uns mit dem einfachen 
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Falle, dn—=1,r=3 und &?= E - Schreiben wir überall 5 statt x, 
erhalten wir hier die Gleichungen 
[3p? (ap — bq) + 2a (kg?— nä — [3kq? (ap — bg) + 2b (ee? — p3)] = 
2 (qx + p) (ax + b) (ap + bq) x 
(gx — p) 
[3p? (ap — bq) + 2a (kq? — p>)] p — [3kq? (ap — bq) + 2b (kq? — p®)| a= (bg — bp) (kg? — p?) 
Hat der Bruch > die frühere Bedeutung, kommt man aus (50) zu 


ef Š b b 5 
wichtigen Annäherungswerten von X, wenn oder — q auch einen durch 
Kettenbruchentwicklung von x erhaltenen Näherungswert von a bedeutet. 


Besonders einfach wird die Sache, wenn ausserdem 
ap—bq| oder |ap+ by) 


gleich eins wird. 


Nordstrand, d. 18. November 1907. 


Axel Thue. 
d 
> Anhang. 
A Wir können auch unser obenstehendes Haupttheorem (II) auf die 
: Fermat’sche Gleichung und auf andere ähnliche Gleichungen anwenden. 
$ Bedeutet n eine ganze Zahl grösser als 2 und k und A gegebene 
y ganze — von Null verschiedene — positive Zahlen, so werden z. B. die 
j Gleichungen | 
3 tat" Un et (a) 
1 me I ee ae E (b) 
sl 
4 (GeO) tn ee A (c) 
A e er ee Fi alas (d) 
; etc. 


in grossen positiven ganzen Zahlen x und y unmöglich. 


Vid.-Selsk. Skrifter. M.-N. Kl. 1908. No.3. ` 3 
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Aus (a) erhält man nämlich: 
un — (a+ hy = ymse- ol te FOF ky oe zeae 
yr— ar = (y-a) [y tote] wy 


oder 
jt hr ope 
YL pia 
oder 
bq" — ap" =k 


wo p, q, o und ĝ ganze positive Zahlen sind, während o und 6 kleiner 
als eine gewisse durch n und k bestimmte Zahl werden. 
Aus (b) erhält man 
(at biG hy: 
oder 
e 
T E EE 
oder 
op DEE 


Aus (c) erhält man ferner 


r TAL Ehe Re ey 
oder 
22 r hap 
theth Bg 
oder 
48q” — a? [p]" = 3h2 


Endlich erhält man aus (d) 
h [2x2 + 2ha + h2| [2x +A] = ky 


oder 
22 heaps 


2x" khad h? = Bq" 
oder 
284" — a? [p?]" = he 


ete 


Gedruckt 30. December 1908, 


